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Abstract. An overview of approaches to parallelization of grid-based numerical 

methods for solving shallow water equations for multiprocessor systems and 

graphics processors is presented. A multithreaded approach for shared-memory 

computing systems implemented on the basis of the OpenMP programming 

interface and a geometric decomposition approach with message-passing using 

the MPI library for distributed-memory computers are described. Multithreading 

for programming GPUs based on the OpenACC software interface is considered. 

For the COASTOX-UN system of two-dimensional modeling of hydrodynamics, 

sediment and radionuclide transport in river systems and coastal areas of the seas, 

the parallelization of its hydrodynamic model COASTOX-HD was carried out. In 

the developed numerical model, the shallow water equations are solved by finite-

volume numerical methods on unstructured computational grids with triangular 

cells of variable size. The parallelization is implemented using a hybrid 

MPI+OpenACC approach targeting multiprocessor systems and GPUs. For 

multiprocessor computers, geometric decomposition and MPI-based messaging 

are used, and for GPUs, multithreading is implemented using OpenACC 

directives. The performance of the developed parallel hydrodynamic model was 

evaluated during the calculation of typical problems of hydrodynamics of shallow 

water bodies, river flood, and tsunami wave run-up on the coast on a Dell 

Precision Workstation 7920 multi-core workstation with two 20-core Intel Xeon 

Gold 6230 processors and NVIDIA Quadro RTX 5000 and NVIDIA GeForce RTX 

3080 graphics cards. It is shown that the developed model has significantly 

accelerated the simulation on the considered multiprocessor system and the 

considered GPUs. The acceleration on GPUs depends on the size of the 

computational grid, increasing to saturation with an increase in the number of 

grid cells. It is established that for the developed parallel model, whose numerical 

schemes are related to algorithms with low computational intensity, the memory 

bandwidth of the NVIDIA architecture GPUs is a more important limiting factor 

of acceleration than their performance. 
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РОЗПАРАЛЕЛЮВАННЯ ЧИСЕЛЬНИХ РОЗВ’ЯЗКІВ РІВНЯНЬ 

МІЛКОЇ ВОДИ МЕТОДОМ СКІНЧЕННИХ ОБ’ЄМІВ ДЛЯ  

РЕАЛІЗАЦІЇ НА БАГАТОПРОЦЕСОРНИХ СИСТЕМАХ І  

ГРАФІЧНИХ ПРОЦЕСОРАХ 
 

Анотація. Представлено огляд підходів до розпаралелювання сіткових 

чисельних методів розв'язування рівнянь мілкої води для багатопроцесорних 

систем та графічних процесорів. Описано багатопотоковий підхід для 

обчислювальних систем із загальною пам'яттю, реалізований на основі 

програмного інтерфейсу OpenMP, та підхід геометричної декомпозиції з 

передачею повідомлень з використанням бібліотеки MPI для комп'ютерів з 

розподіленою пам'яттю. Розглянуто багатопотоковість для програмування 

графічних процесорів на основі програмного інтерфейсу OpenACC. Для системи 

COASTOX-UN двовимірного моделювання гідродинаміки, переносу наносів і 

радіонуклідів у річкових системах і прибережних районах морів проведено 

розпаралелювання її гідродинамічної моделі COASTOX-HD. В розробленій 

чисельній моделі рівняння мілкої води розв'язуються скінченно-об'ємними 

чисельними методами на неструктурованих обчислювальних сітках з 

трикутними комірками змінного розміру. Розпаралелення реалізовано за 

допомогою гібридного підходу MPI+OpenACC, орієнтованого на 

багатопроцесорні системи і графічні процесори. Для багатопроцесорних 

комп’ютерів використовується геометрична декомпозиція і обмін 

повідомленнями на основі MPI, для графічних процесорів – багатопотоковість, 

реалізована за допомогою директив OpenACC. Представлено тестування 

продуктивності розробленої паралельної гідродинамічної моделі при обчисленні 

характерних задач гідродинаміки мілководних водойм, річкової повені і 

набігання хвилі цунамі на узбережжя, на багатоядерній робочій станції Dell 

Precision Workstation 7920 з двома 20-ядерними процесорами Intel Xeon Gold 

6230 і графічних картах NVIDIA Quadro RTX 5000 і NVIDIA GeForce RTX 3080. 

Показано, що розроблена модель значно прискорює моделювання задач на 

розглянутих багатопроцесорній системі і графічних процесорах. Прискорення 

обчислення задач на графічних процесорах залежить від розміру розрахункової 

сітки, зростаючи до насичення при збільшенні кількості комірок сітки. 

Встановлено, що для розробленої паралельної моделі, чисельні схеми якої 

відносяться до алгоритмів з невисокою обчислювальною інтенсивністю, 

пропускна здатність пам’яті графічних процесорів архітектури NVIDIA є 

більш важливим обмежуючим фактором прискорення, чим їхня продуктивність.  

Ключові слова: моделювання річкових систем; моделювання прибережних зон 

моря; рівняння мілкої води; скінченні об’єми; неструктуровані сітки; 

паралельні обчислення; обчислення на GPU, MPI, OpenACC. 
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1. Вступ 

Чисельні моделі, засновані на двовимірних рівняннях мілкої води (РМВ), 

використовуються для моделювання широкого спектра задач гідродинаміки і 

переносу забруднень у річках, водосховищах, озерах і прибережних зонах морів, 

коли характерний горизонтальний розмір збурення набагато більше глибини 

водойми. 
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Після аварії на Чорнобильській АЕС, для обґрунтування водоохоронних 

заходів у Чорнобильській зоні відчуження з урахуванням переносу 

радіонуклідів (90Sr та 137Cs) у заплаві р. Прип’ять та водосховищах р. Дніпро 

в Інституті проблем математичних машин і систем НАН України (ІПММС) 

почалась розробка системи моделей різної розмірності, що включала 

початкову версію двовимірної моделі COASTOX, заснованої на РМВ [1–3]. 

На теперішній час COASTOX-UN – це система моделювання гідродинаміки 

(COASTOX-HD), транспорту наносів (COASTOX-SED) і радіонуклідів 

(COASTOX-RN) у річкових системах і прибережних районах морів з 

урахуванням впливу річкового стоку, атмосферного тиску, вітру і вітрових 

хвиль. Рівняння моделі включають РМВ, двовимірні рівняння переносу 

наносів та радіонуклідів і рівняння обміну між водною товщею і верхнім 

шаром дна, що розв’язуються за допомогою чисельних методів скінченних 

об’ємів на неструктурованих розрахункових сітках з трикутними комірками 

змінного розміру [4]. 

COASTOX-HD є аналогом відомих і широко використовуваних систем 

моделювання, таких як програмний комплекс MIKE 21 розробки датської 

компанії DHI [5], системи моделювання TELEMAC від консорціуму 

TELEMAC-MASCARET [6], системи CMS, розробленої Корпусом інженерів 

Армії США [7]. COASTOX-HD використовувалася у великій кількості 

проєктів у США, Індонезії, Сінгапурі, Японії та Україні [8–13]. COASTOX-HD, 

разом COASTOX-SED і COASTOX-RN включено в модуль двовимірного 

моделювання дисперсії радіонуклідів у водному середовищі для системи 

підтримки прийняття рішень (СППР) – багатоплатформної системи ядерного 

аварійного реагування JRODOS [14]. На основі COASTOX-HD розроблено 

декілька СППР y випадку катастрофічних паводків: системи прогнозування 

затоплення берегів р. Дніпро у м. Київ [15], системи моделювання повеней на 

р. Дністер у м. Могилів-Подільський [16], системи передбачення паводків в 

Українській частині басейнів річок Прут та Сірет [17]. 

Використання подібних систем моделей для розв’язку комплексних 

гідродинамічних задач у водоймах великого розміру, з високою деталізацією, 

на тривалих часових періодах потребує значних обчислювальних ресурсів. 

Основним напрямком прискорення розрахунків є використання 

паралельних методів розв’язку основних рівнянь моделей, орієнтованих на 

паралельні обчислювальні системи (ПОС): багатопроцесорні комп’ютерні 

системи із загальною або розподіленою пам’яттю, кластери, графічні 

процесори (GPU). 

Тому разом із розробкою системи моделей COASTOX в ІПММС 

розвивалися методи паралелізації її алгоритмів. Спочатку була розроблена 

версія COASTOX-UN для багатопроцесорних систем: багатоядерних робочих 

станцій та кластерів, на основі геометричної декомпозиції розрахункової сітки 

з використанням технології MPI [18]. Пізніше – версія COASTOX-UN для GPU 

на основі програмного інтерфейсу OpenACC [19]. 

У цій статті викладається метод розпаралелювання чисельних схем 

розв’язку РМВ гідродинамічної моделі COASTOX-HD, з системи моделей 

COASTOX-UN, за допомогою гібридного підходу MPI+OpenACC. 

Представлені результати тестування її продуктивності та ефективності при 

розв’язанні різних задач гідродинаміки мілководних водойм на 

багатопроцесорних системах і графічних процесорах, використання яких 
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дозволило на два порядки збільшити швидкість обчислювань, що дає 

можливість використовувати розрахункові сітки з дуже великою кількістю 

вузлів на доступних широкому колу користувачів ПОС. Наведені приклади 

чисельного розв’язання задач, що вимагали великих розрахункових сіток, та 

проаналізовано вплив технічних характеристик ПОС на продуктивність 

паралельних обчислень. 

2. Огляд підходів до розпаралелювання різницевих методів розв’язку 

рівнянь мілкої води 

Для чисельного розв’язку РМВ найбільш поширені методи скінченних 

різниць, скінченних об’ємів або скінченних елементів, реалізовані на 

розрахункових сітках різної структури. Розрахункові сітки можуть бути як 

простими прямокутними (MIKE 21), так і більш складними: телескопічними 

декартовими, з прямокутними комірками, що локально згущуються (CMS), або 

неструктурованими з трикутними елементами змінного розміру (TELEMAC, 

MIKE-21). 

Основним напрямком прискорення розв’язку РМВ на сучасних 

обчислювальних системах є використання паралельних методів. 

Різницеві методи розв’язку рівнянь динаміки мілководних водойм є 

перспективними для розпаралелювання через наявність у них внутрішнього 

паралелізму, при якому у початковому алгоритмі легко виділити незалежні 

один від одного обчислення. 

Відповідно до цих методів, неперервні змінні дискретно апроксимуються у 

просторі (на розрахунковій сітці) та часі. Диференціальні рівняння при цьому 

представляються алгебраїчними різницевими, для розв’язку яких необхідна 

обробка дискретизованих змінних і коефіцієнтів рівняння ітераційно за 

часовими кроками. При цьому на кожному кроці для окремих елементів 

розрахункової сітки виконуються одні й ті самі операції. Якщо при цьому 

обчислення ще й локальні, тобто для розрахунку змінної в якомусь елементі 

необхідні дані тільки з сусідніх елементів, то розпаралелювання природним 

чином будується на розподілі розрахунку окремих елементів сітки за 

окремими процесорними пристроями паралельної комп'ютерної системи. 

Конкретне формулювання алгоритму та вибір програмного інструменту для 

його реалізації залежить від архітектури обчислювальної системи. Можна 

виділити два основних класи ПОС, що відрізняються організацією пам'яті, та 

відповідні їм технології паралельного програмування різницевих методів. 

Перший – це обчислювальні системи із загальною пам’яттю, у яких 

процесорні пристрої розділяють єдиний простір адресів пам’яті. Для їх 

програмування використовується парадигма потоків. Спрощено це можна 

представити так – майстер потік створює деяку кількість додаткових потоків, 

що відповідає числу задіяних процесорів ПОС, потоки обробляють окремі 

ітерації в циклі за елементами сітки і переходять до наступних ітерацій, доки 

не буде виконано розрахунок всіх елементів. Перед наступним циклом за 

елементами виконується синхронізація потоків. 

Другий – системи з розподіленою пам’яттю, у яких кожен процесор разом 

із локальною пам’яттю утворює вузол ПОС, а окремі вузли об’єднані 

комунікаційним середовищем. Для програмування таких систем 

застосовується парадигма паралельних процесів, що обмінюються 

повідомленнями. У цьому випадку паралельні процеси ініціалізуються 
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відповідно до числа використовуваних процесорів, розрахункова сітка 

розбивається на підобласті (геометрична декомпозиція), процесу/процесору 

ставиться у відповідність підобласть для розрахунку елементів в ній, відсутні 

дані уздовж границі підобластей процеси отримують в результаті обміну 

повідомленнями. 

Найбільш популярні технології паралельного програмування різницевих 

методів для ПОС із загальною та розподіленою пам’яттю – це, відповідно, 

програмний інтерфейс OpenMP та інтерфейс передачі повідомлень MPI.  

Технологія OpenMP надає набір директив для виділення ділянок алгоритму, 

наприклад циклів за елементами, для яких компілятор повинен згенерувати 

паралельний багатопотоковий код. Вона орієнтована на SMP-системи 

(Symmetric Multiprocessors), клас комп’ютерів, у яких однорідні процесори 

мають однаковий доступ до загальної пам’яті. Наприклад, 

загальнодоступними SMP-системами є персональні комп’ютери, робочі 

станції, сервери з багатоядерними процесорами Intel та AMD, що можуть 

містити до кількох десятків ядер – симетричних процесорів. Наразі підходи до 

розпаралелювання різницевих методів з використанням OpenMP добре 

розвинені та розроблено вже досить багато OpenMP реалізацій моделей 

гідродинаміки мілкої води [20–24]. Згадані вище системи моделей CMS та 

MIKE 21 також розпаралелені за допомогою OpenMP. 

Технологія MPI реалізована у вигляді бібліотеки функцій, для традиційних 

мов програмування. Отже, MPI функції служать для ініціалізації паралельних 

процесів, передачі повідомлень між ними, їх колективної взаємодії, а алгоритм 

для кожного процесу написаний традиційною мовою. При цьому для 

різницевих методів зазвичай використовується SPMD підхід (Single Program, 

Multiple Data), так що для основної частини обчислень, циклів за елементами 

своїх підобластей, процеси виконують однаковий алгоритм. Хоча технологія 

призначена в першу чергу для ПОС з розподіленою пам’яттю, MPI також 

підтримує деякі типи SMP-систем, наприклад сервери з багатоядерними 

процесорами. У цьому випадку взаємодія між процесами виконується не через 

комунікаційне середовище, а через загальну пам’ять. MPI також підтримує 

такий клас високопродуктивних ПОС, як кластери, у яких сервери з 

багатоядерними процесорами об’єднані високошвидкісною мережею. Завдяки 

цьому технологія MPI популярніша для розпаралелювання різницевих 

методів, ніж OpenMP, а MPI моделі динаміки мілководних водойм набули 

більш широкого розповсюдження. Це, наприклад, моделі гідродинаміки 

прибережної зони моря ADCIRC-2DDI [25] та SLOSH [26], прогнозу повеней 

та гідродинаміки річкових систем RMA2 [27] та TRENT [28]. Зазначимо, що 

вищеназвана система моделей TELEMAC розпаралелена за допомогою MPI, а 

система Mike 21 має, крім OpenMP, також MPI версії своїх обчислювальних 

модулів. 

Відносно того, яка технологія розпаралелювання дозволяє швидше 

моделювати задачі на серверах з багатоядерними процесорами, у літературі є 

повідомлення про більшу ефективність як OpenMP [22], так і MPI [29] версій 

алгоритмів моделей. Це обумовлено тим, наскільки кожна технологія та 

відповідний паралельний алгоритм підходить до конкретного процесора. 

Тому, для більш гнучкої адаптації моделей динаміки мілкої води до ПОС, 

насамперед кластерного типу, перспективним є гібридний підхід до 

паралелізації – MPI+OpenMP, із багатопотоковістю всередині вузла кластера 
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та MPI комунікацією між вузлами. Так розпаралелена, наприклад, модель 

гідродинаміки мілкої води TELEMAC-2D [30]. 

Починаючи з 2000-х років для прискорення розрахунків, у тому числі 

різницевих методів, почав використовуватися ще один тип обчислювачів. Це 

графічні процесори (GPU – graphics processing unit): відеокарти та 

прискорювачі на основі GPU. Сучасні GPU містять тисячі ядер – скалярних 

процесорів і мають сумарну обчислювальну потужність більшу, ніж 

багатоядерні процесори. Групи ядер із кешем та загальною пам’яттю 

утворюють потокові мультипроцесори, що розділяють загальну глобальну 

пам’ять GPU. Її пропускна здатність вища, ніж шини обміну даними між 

центральним процесором та загальною пам’яттю. Це додатковий ресурс для 

прискорення різницевих методів, що відносяться до алгоритмів з невисокою 

обчислювальною інтенсивністю, для яких число арифметичних операцій на 

байт переданих даних менше одиниці [31]. 

GPU можна, в деякому сенсі, вважати ПОС із загальною пам’яттю. Для їх 

програмування також використовується багатопотоковий підхід. Один із 

інструментів його реалізації – розширення стандартних мов CUDA C/C++ та 

CUDA Fortran. Вони є засобами низькорівневого програмування, що 

дозволяють маніпулювати потоковими мультипроцесорами та різними 

рівнями пам'яті GPU і досягати високої продуктивності GPU програм. 

Недоліки CUDA Fortran і C – це те, що вони потребують значних зусиль та часу 

на розробку, а отримана паралельна програма може бути використана лише на 

GPU від компанії NVIDIA. Тим не менш, на сьогоднішній день це 

найуживаніша технологія розпаралелювання алгоритмів для GPU. За її 

допомогою створені GPU версії моделей гідродинаміки мілкої води CCHE2D 

[32], TUFLOW [33], Iber [34], TRITON [35]. 

Останнім часом популярним засобом, що спрощує розробку для GPU, стала 

модель паралельного програмування OpenACC. Подібно до OpenMP, 

OpenACC є набором директив компілятора для мов C і Fortran. За допомогою 

них можна вказати ділянки алгоритму, наприклад, цикли, з незалежними 

ітераціями, які можуть бути оброблені багатоядерними процесорами в 

багатопотоковому режимі. OpenACC має низку переваг. Крім GPU від 

NVIDIA, OpenACC підтримує архітектури багатоядерних процесорів Intel, 

AMD, POWER та Arm. Дозволяє реалізувати паралелізм, що міститься в 

алгоритмі, без його істотного перероблення. Допускає поетапне 

розпаралелювання. Написаний на основі OpenACC програмний код значно 

коротший за код мовами CUDA. При цьому OpenACC забезпечує, хоча і 

меншу, ніж CUDA, але все ж таки порівнянну продуктивність різницевих 

методів на GPU (від 50% до 98% згідно з [36]). Тому все більше моделей 

динаміки мілководних водойм розпаралелюється за допомогою OpenACC  

[22, 37, 38]. 

Для адаптації моделей під декілька графічних процесорів, сервери з 

кількома GPU або кластери, вузли яких містять GPU, використовується 

аналогічний MPI+OpenMP гібридний підхід – MPI+CUDA [33, 35] або 

MPI+OpenACC [39, 40]. 

Саме останній використано для розпаралелювання чисельних схем 

розв’язку РМВ гідродинамічної моделі COASTOX-HD. 
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3. Основні рівняння моделі 

Гідродинамічні рівняння моделі COASTOX-HD – це РМВ, що утворюються 

інтегруванням тривимірних рівнянь по глибині шару води з використанням 

кінематичних граничних умов, які описують адвекцію водних мас за заданим 

рельєфом під дією гравітації з урахуванням гідростатичного тиску, 

припливних сил, сили Коріоліса, атмосферного тиску, дії вітру, хвильових 

напружень, донного тертя і турбулентної в’язкості: 

 
𝜕𝑼

𝜕𝑡
+ 𝛻𝑭 = 𝑺 + 𝛻𝑭𝑑,                                              (1) 

 

де 𝑼 – вектор змінних, 𝑭 = (𝑬, 𝑮) – вектор конвективного потоку, 

𝑭𝑑 = (𝑬𝑑 , 𝑮𝑑) – вектор дифузійного потоку (𝑬 і 𝑮 – компоненти в 𝑥 та 𝑦 

напрямках), 𝑺 – вектор вільних членів, що визначаються за формулами: 

 

𝑼 = [

ℎ
𝑞𝑥

𝑞𝑦

], 𝑬 = [

𝑢ℎ

𝑢𝑞𝑥 +
1

2
𝑔ℎ2

𝑢𝑞𝑦

], 𝑮 = [

𝑣ℎ
𝑣𝑞𝑥

𝑣𝑞𝑦 +
1

2
𝑔ℎ2

], 𝑬𝑑 = [

0

𝐷𝑥
𝜕𝑞𝑥

𝜕𝑥

𝐷𝑥
𝜕𝑞𝑦

𝜕𝑥

], 𝑮𝑑 =

[
 
 
 

0

𝐷𝑦
𝜕𝑞𝑥

𝜕𝑦

𝐷𝑦
𝜕𝑞𝑦

𝜕𝑦 ]
 
 
 

,  

𝑺 =

[
 
 
 

0

−𝑔ℎ
𝜕𝜂

𝜕𝑥
+ 𝑔ℎ

𝜕𝜓

𝜕𝑥
+

1

𝜌
(𝜏𝑥

𝜉
+𝜏𝑥

𝑆 − 𝜏𝑥
𝜂
) + 𝑓𝑞𝑦 −

ℎ

𝜌

𝜕𝑃𝑎

𝜕𝑥

−𝑔ℎ
𝜕𝜂

𝜕𝑦
+ 𝑔ℎ

𝜕𝜓

𝜕𝑦
+

1

𝜌
(𝜏𝑦

𝜉
+𝜏𝑦

𝑆 − 𝜏𝑦
𝜂
) − 𝑓𝑞𝑥 −

ℎ

𝜌

𝜕𝑃𝑎

𝜕𝑦 ]
 
 
 

.                 (2) 

 

Тут 𝜂(𝑥, 𝑦, 𝑡) – рівень поверхні землі; 𝜉(𝑥, 𝑦, 𝑡) – рівень вільної поверхні води; 

ℎ – глибина води (= 𝜉 − 𝜂); 𝑢, 𝑣 – 𝑥 та 𝑦 компоненти осередненої по глибині 

швидкості потоку; 𝑞𝑥, 𝑞𝑦 – компоненти витрати води через одиничну ширину; 

𝑔 – прискорення вільного падіння; 𝜌 – густина води; 𝜕𝜂 𝜕𝑥⁄ , 𝜕𝜂 𝜕𝑦⁄  – похили 

річкового дна в x та y напрямках; 𝜓 – припливоутворюючий потенціал; 𝜏𝑥
𝜂
, 𝜏𝑦

𝜂
 – 

дотичні напруження на дні в x та y напрямках; 𝜏𝑥
𝜉
, 𝜏𝑦

𝜉
 – вітрові дотичні 

напруження на поверхні води; 𝜏𝑥
𝑆, 𝜏𝑦

𝑆 – хвильові дотичні напруження; 𝑓 – 

параметр Коріоліса; 𝑃𝑎 – атмосферний тиск на вільній поверхні; 𝐷𝑥, 𝐷𝑦 – 

компоненти коефіцієнта турбулентної в’язкості. 

Донне тертя апроксимоване квадратичною залежністю від швидкості течії: 

 

𝜏𝑥
𝜂

𝜌⁄ = 𝑐𝑏𝑢𝑈, 𝜏𝑦
𝜂

𝜌⁄ = 𝑐𝑏𝑣𝑈, 𝑈 = √𝑢2 + 𝑣2,                          (3) 

 

з коефіцієнтом тертя 𝑐𝑏, що задається формулами Маніга 𝑐𝑏 = 𝑔 𝑛2 ℎ
1

3⁄  (𝑛 – 

коефіцієнт шорсткості Манінга) або Шезі 𝑐𝑏 = 𝑔 𝑐2 ⁄  (𝑐 – коефіцієнт 

шорсткості Шезі). 

Вітрові дотичні напруження визначаються наступним чином: 

 

𝜏𝑥
𝜉

= 𝐶𝑑𝜌𝑎𝑊2 sin𝜃, 𝜏𝑦
𝜉

= 𝐶𝑑𝜌𝑎𝑊2 cos 𝜃,                             (4) 

 

де 𝐶𝑑 – коефіцієнт тертя вітру об вільну поверхню води, 𝜌𝑎 – густина повітря, 

𝑊 – швидкість вітру, 𝜃 – напрямок вітру в декартовій системі координат. 
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Хвильові дотичні напруження розраховуються за формулами: 

 

𝜏𝑥
𝜉

𝜌
= −

1

𝜌
(
𝜕𝑆𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑆𝑥𝑦

𝜕𝑦
), 

𝜏𝑦
𝜉

𝜌
= −

1

𝜌
(
𝜕𝑆𝑥𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕𝑆𝑦𝑦

𝜕𝑦
),                         (5) 

 

через компоненти хвильових радіаційних напружень, 𝑆𝑥𝑥, 𝑆𝑥𝑦, 𝑆𝑦𝑦, що 

обчислюються об’єднаною із COASTOX-HD хвильовою моделлю. 

Параметр Коріоліса дається виразом: 
 

𝑓 = 2Ω sin𝜑,                                                    (6) 
 

Ω – кутова частота обертання Землі, 𝜑 – широта. 

Припливоутворюючий потенціал визначено, як у моделі ADCIRC [25]: 

 

𝜓(𝜆, 𝜑, 𝑡) = ∑ 𝜀𝑗,𝑛𝐴𝑗,𝑛𝑓𝑗,𝑛(𝑡0)𝐿𝑗(𝜑) cos[2𝜋(𝑡 − 𝑡0) 𝑇𝑗,𝑛⁄ + 𝑗𝜆 + 𝜈𝑗,𝑛(𝑡0)]𝑗,𝑛 ,  (7) 

 

де 𝜀𝑗,𝑛 – коефіцієнт зменшення амплітуди припливу завдяки пружній реакції 

Землі на припливи; 𝐴𝑗,𝑛 – амплітуда припливної компоненти 𝑛, припливу виду 𝑗; 

𝑓𝑗,𝑛(𝑡0) – вузловий коефіцієнт, що враховує вплив 18.6-річного припливу на 

короткостроковий приплив; 𝑗 = 0, 1, 2 – вид припливу: 𝑗 = 0 – довгостроковий, 

𝑗 = 1 – добовий, 𝑗 = 2 – напівдобовий; 𝐿0(𝜑) = 3 sin2(𝜑) − 1, 𝐿1(𝜑) =
sin(2𝜑), 𝐿2(𝜑) = cos2(𝜑); 𝜆 – довгота; 𝑇𝑗,𝑛 – період припливу; 𝜈𝑗,𝑛(𝑡0) – 

астрономічний аргумент; 𝑡0 – час відліку. Необхідний набір припливних 

компонент залежить від розташування досліджуваної водойми та потрібної 

точності прогнозу.  

4. Чисельні алгоритми моделі 

Чисельні схеми рівнянь гідродинамічної моделі COASTOX-HD, отримані 

на основі методу контрольних об’ємів, відповідно до якого, область 

моделювання дискретизується на неструктуровану розрахункову сітку із 

трикутними комірками – контрольними об’ємами (Рис. 1а). Кожен 

контрольний об’єм оточує точку, розташовану у центрі трикутника, в який 

визначаються всі гідродинамічні змінні рівнянь, рівень дна задано у вузлах 

сітки – вершинах трикутників, потоки через границі між комірками задано у 

серединах ребер трикутників (Рис. 1б). Вісь 𝑧 вважається направленою 

протилежно вектору сили тяжіння.  

  

 

Рис. 1. а) Приклад неструктурованої сітки моделі COASTOX-HD для Чорного і 

Азовського морів. б) Збільшене зображення контрольного об’єму із зазначенням 

прив’язки змінних 

 

- середини ребер - потоки 
дна  

- центри обємів -
гідродинамічні змінні 

- вузли сітки - рівні дна  

- контрольний об’єм 
(а) (б) 
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Дискретизація рівнянь моделі здійснюється шляхом інтегрування їх по 

контрольних об’ємах. Інтегруючи РМВ (1, 2) по контрольному об’єму 𝐴 із 

границею 𝐿, отримуємо рівняння: 

 

∫ (
𝜕𝑼

𝜕𝑡
+ 𝛻 ⋅ 𝑭 − 𝛻 ⋅ 𝑭𝑑 − 𝑺)𝑑𝐴 = 0

𝐴
.                                 (8) 

 

Використовуючи теорему Остроградського, інтеграл по контрольному 

об’єму від дивергенції конвекційного потоку перетворюємо на інтеграл по 

його границі: 

 

∫ (
𝜕𝑼

𝜕𝑡
− 𝑺)𝑑𝐴

𝐴
+ ∮ (𝑭 ⋅ 𝒏 − 𝑭𝑑 ⋅ 𝒏)𝑑𝑙

𝐿
= 0.                            (9) 

 

В результаті дискретизації рівняння (9) інтеграли по контрольному об’єму 

апроксимуються середніми значеннями векторів в об’ємі, а інтеграл по границі 

апроксимується сумою по його ребрах: 

 

𝛥𝐴
𝛥𝑼

𝛥𝑡
= −∑ 𝑭𝑘 ⋅ 𝒏𝑘𝛥𝑙𝑘

3
𝑘=1 + ∑ 𝑭𝑘

𝑑 ⋅ 𝒏𝑘𝛥𝑙𝑘
3
𝑘=1 + 𝛥𝐴𝑺,                 (10) 

 

де 𝛥𝑡 – часовий крок, 𝛥𝐴 – площа контрольного об’єму, 𝒏𝑘 – одинична нормаль 

до ребра 𝑘 (𝒏 = (𝑛𝑥, 𝑛𝑦)), 𝛥𝑙𝑘 – довжина ребра 𝑘. 

Алгоритм розв’язання рівнянь (10) оснований на схемі SEA [41] та ряді 

модифікацій, описаних у [42]. Розв’язок відбувається за явним двоетапним 

методом Рунге-Кутта типу предиктор-коректор із використанням двох різних 

методів обрахунку потоків на етапах предиктора та коректора, завдяки чому 

досягається 2-й порядок у часі і просторі. 

Для розрахунку потоків використовується підхід, заснований на 

властивості обертальної інваріантності двовимірних РМВ. Згідно з нею 

 

𝑭(𝑼) ⋅ 𝒏 = 𝑻𝑛
−1 ⋅ 𝑬(𝑻𝑛 ⋅ 𝑼),                                       (11) 

 

де 𝑻𝑛 – матриця повороту векторів до локальної системи координат із віссю 𝑥 

уздовж вектора нормалі 𝒏 до границі між комірками (Рис. 2), 𝑻𝑛
−1 – матриця 

повороту до початкової системи координат: 
 

𝑻𝑛 = (

1 0 0
0 𝑛𝑥 𝑛𝑦

0 −𝑛𝑦 𝑛𝑥

), 𝑻𝑛
−1 = (

1 0 0
0 𝑛𝑥 −𝑛𝑦

0 𝑛𝑦 𝑛𝑥

).                      (12) 

 
 

Рис. 2. Локальна система координат, заснована на границі між комірками 
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Таким чином, конвективний потік може бути обчислено в локальній системі 

координат, із використанням тільки компоненти 𝑬, а потім відтворено в 

початковій системі координат за допомогою перетворення (12). 

Для розрахунку компоненти 𝑬𝑝 на етапі предиктора використовується 

схема обчислення потоку Годуновського типу із наближеними методами 

розв’язання задачі Рімана: HLLC [43] чи Роу [44]. 

На етапі коректора потоки рахуються безпосередньо, вниз за потоком, 

використовуючи стани задачі Рімана: 
 

𝑬𝑐(𝑻𝑛 ⋅ �̃�) = {
𝑬(�̃�𝑅), if 

1

2
(�̃�𝐿 + �̃�𝑅) ≥ 0

𝑬(�̃�𝐿), if 
1

2
(�̃�𝐿 + �̃�𝑅) < 0

,                           (13) 

 

де �̃�𝐿, �̃�𝑅 – вектори змінних на лівій і правій сторонах границі, прогнозовані 

на етапі предиктора, перетворені до локальної системи координат; �̃�𝐿, �̃�𝑅 – 

прогнозовані швидкості потоку нормальні до границі (позитивний напрямок 

від лівої комірки до правої). 

Для моделювання течій із різкою зміною параметрів, загальний 

конвективний потік через ребро комірки на етапі коректора формулюється із 

використанням TVD обмежувача потоку: 

 

𝑭𝑇𝑉𝐷 = 𝑭𝑝 + 𝜙(𝑟) ⋅ 𝛿𝑭, 𝛿𝑭 =
1

2
(𝑭𝑐 − 𝑭𝑝),                          (14) 

 

де 𝑭𝑝 – потік предиктора, 𝑭𝑐 – потік коректора, 𝜙(𝑟) – обмежувач потоку 

(minmod, superbee або Van-Leer), 𝑟 – відношення варіації вверх за потоком до 

локальної варіації потоку, яке обчислюється окремо для кожної компоненти 

вектора потоку або, що теж саме, для кожного з трьох рівнянь РМВ. 

Для трикутної комірки відношення 𝑟 для кожної компоненти вектора 

потоку визначається наступним чином: 

 

𝑟 = {
−(𝛿𝐹 ⋅ 𝛥𝑙)−1 ⋅ ∑ 𝛿𝐹𝑖 ⋅ 𝛥𝑙𝑖

2
𝑖=1 , if 𝐹ℎ

𝑝
≥ 0

(𝛿𝐹 ⋅ 𝛥𝑙)−1 ⋅ ∑ 𝛿𝐹𝑗 ⋅ 𝛥𝑙𝑗
2
𝑗=1 , if 𝐹ℎ

𝑝
< 0

,                        (15) 

 

де сума по 𝑖 – сума по двох інших ребрах лівої комірки, сума по 𝑗 – сума по 

двох інших ребрах правої комірки. Потік позитивний, коли направлений зліва 

направо, згідно з Рис. 2. 𝐹ℎ
𝑝
 – перша компонента прогнозованого потоку 𝑭𝑝. 

Внесок дифузії у зміну моментів враховується на етапі предиктора. Для 

дифузійних потоків через границі контрольного об’єму у (10) 

використовуються центральні різниці.  

Вектор вільних членів 𝑺 в рівняннях (1, 2) враховується наступним чином. 

Більшість його складових додається до вектора змінних після предиктора-

коректора потоків у вигляді добутку ∆𝑡𝑺, окрім двох доданків: частини, 

обумовленої похилом дна 𝑺𝑏, і донного тертя 𝑺𝑓. 

Для частини, обумовленої похилом дна, для узгодженості, також 

використовується двоетапний метод Рунге-Кутта 

 

𝑺𝑏 =
1

2
(𝑺𝑏

𝑝 + 𝑺𝑏
𝑐) = 𝑺𝑏

𝑝 +
1

2
(𝑺𝑏

𝑐 − 𝑺𝑏
𝑝),                         (16) 
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де 𝑺𝑏
𝑝 обчислюється за значеннями змінних, отриманих після адвекції на етапі 

предиктора, 𝑺𝑏
𝑐 – за значеннями змінних, прогнозованими на етапі коректора. 

Для врахування донного тертя в (1, 2), з урахуванням квадратичної 

апроксимації (3), використовується напівнеявна схема, за якою моменти 𝑞𝑥, 𝑞𝑦  

розраховуються з рівнянь: 

 

�̂�𝑥 − 𝑞𝑥 = −𝑐𝑏
𝛥𝑡

ℎ2 �̂�𝑥√𝑞𝑥
2 + 𝑞𝑦

2, �̂�𝑦 − 𝑞𝑦 = −𝑐𝑏
𝛥𝑡

ℎ2 �̂�𝑦√𝑞𝑥
2 + 𝑞𝑦

2,           (17) 

 

де шляпка позначає величину на наступному часовому кроці. 

На обох етапах чисельної схеми може виникнути ситуація перевитрати, 

коли з комірки витікає більше води, ніж в ній є. В схемі використовується 

двоетапна корекційна процедура, за якою, спочатку, для кожної комірки 

обчислюється корекційний коефіцієнт 𝑅𝑜𝑢𝑡 на основі порівняння загального 

потоку води, що залишає комірку через усі сторони 𝐹𝑜𝑢𝑡, і максимально 

можливого потоку 𝐹𝑜𝑢𝑡,max: 

 

𝑅𝑜𝑢𝑡 = {
𝐹𝑜𝑢𝑡,max 𝐹𝑜𝑢𝑡⁄ , 𝑖𝑓 𝐹𝑜𝑢𝑡 > 𝐹𝑜𝑢𝑡,max

1,                         𝑖𝑓 𝐹𝑜𝑢𝑡 ≤ 𝐹𝑜𝑢𝑡,max
,                                 (18) 

𝐹𝑜𝑢𝑡 = ∑ 𝑚𝑎𝑥(0, 𝐹ℎ,𝑘 ⋅ 𝛥𝑙𝑘)3
𝑘=1 , 𝐹𝑜𝑢𝑡,max = ℎ𝛥𝐴 𝛥𝑡⁄ . 

 

На другому етапі для кожного ребра розраховуються корекційний 

коефіцієнт 𝐶 із використанням корекційних коефіцієнтів сусідніх комірок 

(𝑅𝑜𝑢𝑡
𝐿 , 𝑅𝑜𝑢𝑡

𝑅 ) і відкоригований потік маси 𝐹ℎ
∗: 

 

𝐹ℎ
∗ = 𝐶𝐹ℎ, 𝐶 = {

𝑅𝑜𝑢𝑡
𝐿 , if 𝐹ℎ ≥ 0

𝑅𝑜𝑢𝑡
𝑅 , if 𝐹ℎ < 0

 .                                       (19) 

 

Оскільки чисельна схема РМВ явна, її стабільність обумовлюється вибором 

часового кроку так, щоб виконувалася умова Куранта-Фрідріхса-Леві (CFL):  

 

𝛥𝑡 = 𝐶𝑟 ⋅ min
𝑖

[
2𝛥𝐴𝑖

𝛥𝑙max, 𝑖⋅(√𝑢𝑖
2+𝑣𝑖

2+√𝑔ℎ𝑖)

],                                    (20) 

 

де мінімум знаходиться по всіх комірках, а 𝛥𝑙max, 𝑖 – найдовше ребро окремої 

комірки. Для стійкості двовимірних схем другого порядку у часі, число 

Куранта 𝐶𝑟 повинно лежати в інтервалі 0 < 𝐶𝑟 ≤ 0.5. Для більшості 

практичних застосувань у моделі використовується значення 𝐶𝑟 = 0.4. 

Граничні умови застосовуються на обох кроках чисельної схеми 

розв’язання РМВ, як на етапі предиктора значень змінних, так і на етапі 

коректора. Гідродинамічні змінні на границях розрахункової сітки або 

задаються, використовуючи встановлені значення, або апроксимуються, чи 

зі значень змінних у прилеглих до границь комірках, чи зі значень потоків на 

ребрах граничних комірок, чи зі значень інваріантів Рімана на границях, що 

дозволяє хвилям, збудженим всередині, вільно залишати область 

моделювання.  
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Для границь із умовами, не визначеними у вхідних файлах гідродинамічної 

моделі COASTOX-HD, граничні умови задаються автоматично. Для РМВ 

задаються граничні умови із нульовою компонентою нормальної до границі 

швидкості. 

Описані чисельні схеми реалізовано в програмному коді моделі за 

допомогою мови програмування FORTRAN. 

5. Паралелізація алгоритмів моделі 

5.1. Паралельний алгоритм для багатопроцесорних комп’ютерів на 

основі MPI 

Як показано у попередньому розділі, чисельні схеми розв’язання РМВ 

гідродинамічної моделі COASTOX-HD явні, скінченно-об’ємні, що мають 

властивість локальності. Тобто, значення змінної на новому часовому кроці в 

кожному елементі розрахункової сітки обчислюється на основі значень 

змінних на попередньому часовому кроці з сусідніх до даного елементів. 

Тому для паралелізації чисельних алгоритмів моделі для 

багатопроцесорних комп’ютерних систем добре підходить метод на основі 

геометричної декомпозиції розрахункової області та обміну повідомленнями 

на основі технології MPI.  

Після декомпозиції початкова розрахункова область розділяється на 

підобласті відповідно до числа процесорів ПОС. Далі кожен процесор 

обчислює гідродинамічні змінні тільки в елементах своєї підобласті. Для 

розрахунку значень в елементах, що лежать уздовж границь підобласті, 

необхідні значення, що обчислюються в граничних елементах інших 

підобластей іншими процесорами. Для цього уздовж границь вводяться halo-

структури – фіктивні елементи сітки, комірки/вузли/ребра, що відповідають 

дійсним граничним елементам інших процесорів. Перед обчисленнями на 

новому часовому кроці значення змінних в halo-елементах оновлюються 

значеннями, розрахованими у сусідніх підобластях. Обмін значеннями 

реалізується за допомогою бібліотеки передачі повідомлень MPI, яка 

дозволяє обмінюватися даними між процесорами або через мережеве 

з’єднання на ПОС із розподіленою пам’яттю, або через пам'ять на ПОС із 

загальною пам’яттю. 

Геометрична декомпозиція розрахункової сітки у COASTOX-HD 

реалізована на основі бібліотеки розділу графів METIS [45]. Вона просто 

інтегрується в FORTRAN код моделі. На основі масиву, що задає для кожної 

комірки сітки індекси її сусідів, генерується дуальний граф, який розділяється 

за допомогою методу багаторівневого k-полосного розбиття, реалізованого у 

функції METIS_PartGraphKway(…). На Рис. 3 продемонстровано приклад 

декомпозиції розрахункової сітки моделі Чорного і Азовського морів, що була 

показана на Рис. 1. METIS також забезпечує балансування навантаження між 

процесорами ПОС, за рахунок розділення сітки на частини, що складаються з 

приблизно однакової кількості комірок. 
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Рис. 3. Приклад розділення за допомогою 

бібліотеки METIS розрахункової сітки 

моделі Чорного і Азовського морів на 

8 підобластей  

 

Рис. 4. Розрахункова сітка на границі 

між підобластями. Стрілками 

позначено інформаційні залежності 

для основних шаблонів чисельної 

схеми. Темно-сірим та світло-сірим 

кольором виділені фіктивні 

елементи для нижньої підобласті 
 

Структура halo-елементів визначається шаблонами чисельних схем 

розрахунку гідродинамічних змінних. Інформаційні залежності шаблонів 

представлено на Рис. 4. Там же показані відповідні цим залежностям halo-

структури. 

1) Для розрахунку потоку крізь границю між комірками використовуються 

значення гідродинамічних змінних, заданих у центрах цих комірок. Отже, для 

розрахунку потоку у ребрах комірок, що лежать на міжпроцесорних границях, 

вводяться фіктивні комірки, які безпосередньо до них прилягають. Вони 

позначені темно-сірим кольором на Рис. 4. 

2) Для корекції потоку крізь будь-яке ребро використовуються значення 

потоків з двох інших ребер комірки, що примикає до цього ребра (зліва або 

справа, в залежності від напрямку потоку). Відтак, для корекції потоку у 

ребрах комірок, що лежать на міжпроцесорних границях, необхідні фіктивні 

ребра – ребра фіктивних комірок, позначених темно-сірим кольором на Рис. 4. 

3) Для обчислення гідродинамічних змінних у центрах комірок необхідні 

значення потоків крізь ребра комірки та значення цієї змінної із попереднього 

етапу. Тому, для цього шаблону введення фіктивних елементів сітки 

непотрібно. 

4) Значення змінних у вузлах сітки отримуються осередненням по всіх 

комірках, що оточують даний вузол. Для осереднення у вузлах, що лежать на 

міжпроцесорних границях, необхідні фіктивні комірки, що оточують ці вузли 

з зовнішньої сторони. Вони повинні відповідати дійсним коміркам інших 

підобластей. Оскільки вже введені фіктивні комірки для розрахунку потоків, 

додатково вводяться фіктивні комірки, що їх доповнюють для осереднення у 

граничних вузлах. Вони позначені світло-сірим кольором на Рис. 4. 
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Завдяки локальному характеру чисельної схеми моделі необхідний тільки 

один ряд фіктивних елементів уздовж міжпроцесорних границь. Відповідно 

об’єм даних, яким обмінюються процесори, дорівнює, із точністю до 

множника, кількості елементів у одному halo-ряду підобласті. 

Програмно обміни даними виконуються за допомогою викликів у 

FORTRAN коді моделі неблокованих функцій відправки та отримання 

повідомлень MPI_ISEND(…), MPI_IRECV(…) сумісно із функцією 

завершення викликів MPI_WAITALL(…). Після розділення сітки для кожного 

процесора визначаються сусідні процесори, а також – дійсні елементи сітки, 

значення з яких будуть до них відправлятися, і фіктивні елементи сітки, 

значення в яких будуть заповнюватися отриманими від них даними. 

Відповідність відправлення і отримання значень встановлюється за 

допомогою похідних MPI типів даних для комірок/вузлів/ребер, на основі 

масивів їх індексів, за допомогою функцій 

MPI_TYPE_CREATE_INDEXED_BLOCK(…) і MPI_TYPE_COMMIT(…).  

Для операцій на всій розрахунковій сітці, як-то пошук максимуму або 

мінімуму по всіх елементах розрахункової сітки, знаходження суми, 

використовується глобальна редукція. Кожен процесор виконує відповідну 

операцію на своїй підобласті, а потім значення для всієї сітки отримується зі 

значень для підобластей за допомогою функції глобальної редукції 

MPI_ALLREDUCE(…). 

Вивід даних здійснюється одним master-процесором. Для цього всі інші 

процесори відсилають йому значення у всіх елементах своєї підобласті, що 

реалізовано за допомогою функцій MPI_ISEND(…), MPI_IRECV(…), сумісно 

із MPI_WAITALL(…), і похідних типів даних. 

Загалом схема роботи паралельного алгоритму COASTOX-HD для 

багатопроцесорних комп’ютерів із розподіленою пам’яттю наступна:  

• На початку ініціалізується MPI і створюються паралельні процеси. 

• Далі всі створені паралельні процеси читають вхідні параметри, 

граничні умови, початкові умови та рельєф з вхідних файлів. 

• Для всієї розрахункової сітки ініціалізуються глобальні змінні та 

структури, що задають сусідів для кожного елементу сітки. 

• Відбувається декомпозиція сітки на підобласті, визначаються сусідні 

процесори, задаються halo-структури за допомогою похідних типів 

даних MPI. 

• Ініціалізуються гідродинамічні змінні по підобластях.  

• Стартує ітераційний процес за часом: 

o Розраховується часовий крок за умовою CFL. Для пошуку 

мінімального кроку по всіх підобластях використовується глобальна 

операція редукції MPI_MIN. 

o Розв’язуються РМВ: 

▪ Етап предиктора: 

- Розраховуються граничні гідродинамічні величини. 

- Розраховуються адвективні потоки. 

- Виконується корекція перевитрати. 

- Розраховується зміна величин за рахунок адвекції. 

- Враховуються вільні члени обумовлені похилом дна. 

▪ Оновлюються гідродинамічні змінні в halo-комірках. 
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▪ Етап коректора: 

- Розраховуються граничні гідродинамічні величини. 

- Розраховуються адвективні потоки. 

- Оновлюються адвективні потоки у halo-ребрах. 

- Виконується TVD корекція потоків. 

- Виконується корекція перевитрати. 

- Розраховується зміна величин за рахунок адвекції. 

- Враховуються вільні члени, обумовлені похилом дна. 

▪ Враховується донне тертя. 

▪ Оновлюються гідродинамічні змінні в halo-комірках. 

o Якщо час дорівнює часу виведення даних: 

▪ Виконується збір даних зі всіх підобластей на master-процесі. 

▪ Master-процес записує дані у вихідні файли. 

o Перевіряється чи поточний час менше часу моделювання, якщо 

менше – відбувається перехід до наступної часової ітерації, якщо 

більше – вихід з ітераційного процесу. 

• Фіналізується MPI, знищуються паралельні процеси, завершується 

робота програми. 

 

5.2. Паралельний алгоритм для графічних процесорів на основі 

OpenACC 

Чисельні схеми моделі COASTOX-HD реалізовано в програмному 

FORTRAN коді моделі у формі циклів по елементах сітки – вузлах, комірках, 

ребрах комірок. Ітерації більшості циклів незалежні завдяки тому, що схеми 

явні, а обчислення локальні. Розрахунок значень у будь-якому елементі сітки 

не залежить від значень у інших елементах на поточному часовому кроці. Він 

залежить від значень з попереднього часового кроку у елементах сітки, що 

розташовані в деякому околі даного. 

Відповідно, в алгоритмі COASTOX-HD багатопотокове розпаралелювання 

для GPU може бути реалізовано без суттєвих змін його структури. Кожному 

елементу сітки, чи групі елементів, ставиться у відповідність паралельний 

потік, що може оброблятися незалежно від інших потоків. Потоки 

обробляються ядрами GPU паралельно, доки, порція за порцією, не будуть 

опрацьовані всі елементи сітки. 

Багатопотоковість реалізується в COASTOX-HD засобами OpenACC. 

Директиви OpenACC вставляються у FORTRAN код моделі, показуючи 

компілятору цикли по елементах сітки, для яких необхідно генерувати 

багатопотоковий код, так щоб ітерації циклів оброблялися паралельно ядрами 

GPU. Всередині циклів синхронізувати потоки не потрібно. Потоки 

синхронізуються по завершенню циклів. 

Окрім цього, необхідно явно контролювати завантаження даних від 

центрального процесора на GPU та вивантаження даних з GPU до 

центрального процесора для їх подальшої обробки.  

Розпаралелювання чисельних схем розв’язку РМВ реалізовано в 

COASTOX-HD за допомогою OpenACC наступним чином. Псевдокод, що 

відображає структуру FORTRAN коду моделі COASTOX-HD із директивами 

OpenACC, наведено на Рис. 5. 
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Рис. 5. Псевдокод, що відображає структуру коду моделі COASTOX-HD із 

директивами OpenACC. NE – кількість ребер (edge) у розрахунковій сітці; NC – 

кількість комірок (cell); EC(2,NE) – масив, що задає для кожного ребра індекси сусідніх 

комірок; CE(3,NC) – масив із індексами ребер для кожної комірки; L(NE) – масив із 

довжинами ребер; A(NC) – масив із площами комірок 

На самому початку центральний процесор ініціалізує масиви 

гідродинамічних змінних, потоків та допоміжних величин на розрахунковій 

сітці.  

Перед стартом ітераційного циклу за часом ініціалізовані масиви 

завантажуються в пам'ять графічного процесора за допомогою директив 

!$ACC DATA COPYIN(...). 

Багатопотокова обробка циклів по комірках/вузлах/ребрах сітки 

визначається директивами: 

!$ACC DATA PRESENT(…),  

!$ACC KERNELS,  

!$ACC LOOP INDEPENT PRIVATE(...),  

!$ACC END KERNELS, 

!$ACC END DATA .  

Директива !$ACC KERNELS визначає початок паралельної частини коду.  

Директива !$ACC LOOP INDEPENT PRIVATE(...) вказує цикл, що буде 

оброблятися у багатопотоковому режимі. При цьому, уточнення PRIVATE 

визначає локальні змінні для всіх потоків.  

Директива !$ACC END KERNELS визначає завершення паралельної 

частини коду та синхронізацію потоків. 

 
Program COASTOX-UN 

!$ACC DATA COPYIN(V,FV,…) 

Do while(Time<TimeMax) 

  call ComputeTimeStepCFL(DT) 

  Time=Time+DT 

  call ComputeFluxFV() 
  call ComputeVariableV() 

  If(Time==OutputTime) Then 
!$ACC UPDATE HOST(V,…) 
    call Output(V,…) 
  Endif 

Enddo !Time 

!$ACC END DATA 

End program 
 
Subroutine ComputeTimeStepCFL(DT) 
!$ACC KERNELS PRESENT(…) 
!$ACC LOOP REDUCTION(min:DT) 
  do ic=1,NC 
    … 
    DT = min(DT,…) 
  enddo 
!$ACC END KERNELS 
End subroutine 

Subroutine ComputeFluxFV() 
!$ACC DATA PRESENT(EC,V,FV,…) 
!$ACC KERNELS 
!$ACC LOOP INDEPENDENT PRIVATE(C,icL,icR,…) 
  do ie=1,NE 
    icL = EC(1,ie) 
    icR = EC(2,ie) 
    call ComputeCoefficientC(…) 
    FV(ie) = C*(V(icL) - V(icR)) … 
  enddo 
!$ACC END KERNELS 
!$ACC END DATA 
End subroutine 

Subroutine ComputeVariableV() 
!$ACC DATA PRESENT(CE,A,L,V,FV,…) 
!$ACC KERNELS 
!$ACC LOOP INDEPENDENT PRIVATE(k,ie,tV,…) 
  do ic=1,NC 
!$ACC LOOP SEQ 
    do k=1,3 
      ie = CE(k,ic) 
      tV = tV + FV(ie)*L(ie) … 
    enddo 
    V(ic) = V(ic) – DT*tV/A(ic) … 
  enddo 
!$ACC END KERNELS 
!$ACC END DATA 
End subroutine 

Subroutine ComputeCoefficientC(…) 
!$ACC ROUTINE SEQ 
C = … 
End subroutine 
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Для вказівки масивів, вже завантажених в пам’ять графічного процесора, 

перед циклом вставляється директива !$ACC DATA PRESENT(…). Директива 

!$ACC END DATA визначає завершення частини коду, для якої актуальні ці 

масиви. 

Якщо в окремій ітерації паралельного циклу є короткий цикл, наприклад в 

циклі по комірках – внутрішній цикл по трьох граничних ребрах, він не 

розпаралелюється по потоках, а виконується окремим потоком. Це 

уточнюється за допомогою директиви !$ACC LOOP SEQ перед коротким 

циклом. 

Для багатопотокової операції пошуку мінімального часового кроку за 

умовою Куранта-Фрідріхса-Леві використовується директива паралельного 

циклу із редукцією – !$ACC LOOP REDUCTION(min:…).  

Якщо у циклі присутній виклик функції, ця функція повинна бути 

оголошена такою, що виконується у паралельному режимі окремим потоком, 

за допомогою директиви !$ACC ROUTINE SEQ. 

Перш ніж виводити змінні у зовнішні файли, масиви змінних копіюються з 

GPU до центрального процесора за допомогою директив 

!$ ACC UPDATE HOST(...).  

6. Результати тестування 

В ідеальних умовах, за відсутності накладних витрат на доставку операндів 

до процесорних пристроїв, розроблений паралельний алгоритм повинен 

прискорюватися лінійно, пропорційно кількості використовуваних 

процесорів. Точніше, прискорення повинне зростати за законом Амдала [46], 

тому що деяка кількість арифметичних операцій алгоритму залишається 

нерозпаралеленою. 

В реальних ПОС прискорення залежить від характеру взаємодії між 

пам’яттю системи і процесорами. В багатоядерних комп’ютерах час 

витрачається на завантаження даних з загальної пам’яті до обчислювальних 

ядер. В ПОС із розподіленою пам’яттю об’єм даних, завантажених з пам’яті до 

процесора, на вузлі зменшується (завдяки чому можливе суперлінійне 

прискорення), але додаються витрати на обмін даними між вузлами. В GPU час 

втрачається на загрузку операндів з пам’яті до мультипроцесорів, але 

пропускна здатність пам’яті вища, ніж у багатоядерних комп’ютерів, що є 

додатковим фактором прискорення. 

Для тестування прискорення моделі COASTOX-HD на ПОС різної 

архітектури її точності і ефективності було обрано декілька типових задач 

динаміки мілководних водойм. 

Тестування проводилось на наступному обладнанні: 

• Двопроцесорна робоча станція Dell Precision Workstation 7920 з  

20-ядерними процесорами Intel Xeon Gold 6230, із тактовою частотою 2.1 ГГц, 

і оперативною пам’яттю 96 ГБ. Операційна система станції – Windows 10 Pro 

for Workstations. Для компіляції та збірки виконуваного файлу COASTOX-HD 

використовувався компілятор Intel Fortran Compiler 19.0.4.245 разом із 

бібліотекою Intel MPI Library 4.0. 

• Графічна плата NVIDIA Quadro RTX 5000, архітектури Turing, що має 

3072 ядра із частотою 1.815 GHz та 16 GB оперативної пам’яті. Пікова 

продуктивність – 11.15 TFLOPS на одинарній точності і 348.5 GFLOPS на 

подвійній точності, пропускна здатність пам’яті – 448.0 GB/s. Плата 
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встановлена на робочій станції Dell. Для збірки виконуваного файлу для GPU 

використовувався компілятор PGI Fortran Compiler 19.10 Community Edition, 

що підтримує OpenACC директиви під Windows. 

• Графічна карта NVIDIA GeForce RTX 3080, архітектури Ampere, із 

8704 ядрами частотою 1.71 GHz та 10 GB оперативної пам’яті. Пікова 

продуктивність – 29.77 TFLOPS на одинарній точності і 465.1 GFLOPS на 

подвійній точності, пропускна здатність пам’яті – 760.3 GB/s. Карта 

встановлена на ПК із операційною системою Linux Ubuntu 20.04 LTS. Для 

збірки виконуваного файлу для GPU під Linux використовувався 

підтримуючий OpenACC компілятор NVIDIA Fortran 22.1-0. 

 

6.1. Цунамі 

Лабораторний експеримент з накату цунамі на складний пляж. Долина 

Монай. 

Точність моделі COASTOX-HD у прогнозуванні цунамі перевірялась на 

лабораторному тесті [47], що відтворює умови цунамі 1993 року, яке вразило 

острів Окусірі і супроводжувалось екстремальною висотою заплеску 30 м у 

бухті долини Монай. 

Лабораторне налаштування відповідає реальній батиметрії у прямокутній 

області розміром 5.448 м на 3.402 м (Рис. 6б). Вхідна хвиля з глибини 13.5 см 

являє собою N-подібну хвилю із ведучим поглибленням -2.5 мм і гребнем 

1.6 см позаду нього (Рис. 6а). Висота хвилі вимірювалась протягом 200 с у 

трьох точках з координатами (𝑥, 𝑦) = (4.521,1.196), (4.521,1.696), і 

(4.521,2.196) м  (Рис. 6б). 

Для моделювання була побудована розрахункова сітка, що складається  

з 12 989 вузлів і 25 553 комірок розміром від 20 см на глибині до 2.5-3 см на 

узбережжі (Рис. 6б). Донне тертя задавалось за формулою Шезі із 

коефіцієнтом 180 м1/2/с. 

Моделювались перші 60 с лабораторного експерименту. Порівняння 

розрахованої висоти хвилі цунамі і вимірів у точках 1-3 наведено на Рис. 7.  

 

 
 

Рис. 6. а) Профіль вхідної хвилі експерименту з цунамі в долині Монай. 

б) Розрахункова область експерименту 

Видно, що модель трохи завищує висоту і швидкість відбитої хвилі, але 

добре відтворює хвилю, що підходить до берега. Тому COASTOX-HD може 

використовуватися в задачах накату цунамі на берег. 
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Рис. 7. Порівняння висоти хвилі, виміряної хвилемірами 1-3 під час експерименту 

з цунамі в долині Монай, і розрахованої моделлю в точках розташування хвилемірів 

Тохокське цунамі 2011 року. 

Для тестування паралельної продуктивності COASTOX-HD була обрана 

задача накату цунамі, викликаного Великим східно-японським землетрусом 

11 березня 2011 року, на узбережжя регіону Тохоку. 

Досліджувана область обмежена затокою Сендай, узбережжям префектур 

Міягі і Фукусіма (Рис. 8а). Для глибин затоки використовувались вільні 

батиметричні дані ETOPO1 роздільною здатністю 1 кутова хвилина [48], для 

відтворення рельєфу узбережжя – глобальні топографічні дані SRTM 

роздільною здатністю 3 кутових секунди (приблизно 90 м) [49]. 

На основі об’єднаного рельєфу було побудовано розрахункову сітку, що 

складається з 980 190 вузлів та 1 960 133 комірок. Розмір комірок змінюється 

від 90 м в прибережній зоні до 1850 м на відкритій морській границі. Донне 

тертя задавалось однорідним по всій області за формулою Манінга з 

коефіцієнтом 0.025 с/м1/3. 

У якості джерела цунамі розглядалась модель Мухарі та ін. [50]. Розподіл 

поля деформації донної поверхні, отриманий в [50], використовувався для 

миттєвої передачі деформації на поверхню води для її збурення у початковій 

фазі розповсюдження цунамі. Збурення трансформувалось у хвильову умову 

на морській границі побудованої розрахункової сітки.  

Моделювались 100 хвилин динаміки хвилі цунамі від часу підходу хвилі до 

границі області досліджування. Результати моделювання представлені на 

Рис. 8б, 8в.  
З порівняння висоти хвилі, виміряної на станції спостереження за 

припливами Сома Метеорологічного управління Японії (37°50′ широти, 

140°58′ довготи), під час Тохокського цунамі [51], і зміни вільної поверхні 

води, розрахованої моделлю в місці розташування станції (Рис. 8б), випливає, 

що модель вірно прогнозує амплітуду хвилі цунамі і час її приходу. 

Порівняння промодельованої зони затоплення і зони затоплення, побудованої 

по результатах польових досліджень Товариством геоінформатики Японії [52] 

(Рис. 8в), показує, що модель також адекватно відтворює накат цунамі на 

узбережжя префектур Міягі і Фукусіма. 
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Рис. 8. а) Рельєф розрахункової області моделювання накату Тохокського цунамі 

2011 р. на узбережжя префектур Міягі і Фукусіма із зазначенням станції 

спостереження за припливами Сома. б) Порівняння висоти хвилі, виміряної на станції 

Сома і розрахованої моделлю в місці її розташування. в) Порівняння промодельованої 

зони затоплення і зони затоплення, побудованої по результатах польових досліджень 

Для тестування прискорення паралельної моделі розрахунки проводилиcь 

на багатоядерних процесорах робочої станції Dell і графічній карті Quadro RTX 

5000. Час моделювання цунамі на робочій станції Dell багатопроцесорною MPI 

версією COASTOX-HD дорівнює 6.54 хвилин, що у 20.44 разів швидше, ніж 

однопроцесорна версія із часом моделювання 133.6 хвилин. Розрахунок на 

Quadro RTX 5000 OpenACC версією займає лише 2.91 хвилин у подвійній 

точності і 1.47 хвилин у одинарній точності, що швидше однопроцесорної 

версії у 45.86/90.79 разів та швидше багатопроцесорної у 2.24/4.44 разів, 

відповідно (Табл. 1, Рис. 9). 

Таблиця 1 – Час розрахунку та прискорення різних версій COASTOX-HD при 

моделюванні 100 хвилин накату Тохокського цунамі 2011 р. на узбережжя 

префектур Міягі і Фукусіма 

Model Facilities 

# of 

processors 

Time, 

min 

Speedup 

vs Serial 

Speedup 

vs MC 

Serial Dell Workstation 

7920 

1 133.6 1 - 

Multi-core MPI 40 6.54 20.44 1 

GPU OpenACC DP Quadro RTX 

5000 
1x3072 

2.91 45.86 2.24 

GPU OpenACC SP 1.47 90.79 4.44 
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Рис. 9. Порівняння часів розрахунку (а) та прискорення (б) різних версій COASTOX-HD 

при моделюванні 100 хвилин накату Тохокського цунамі 2011 р. 

 

Залежність прискорення паралельної версії моделі від розміру 

розрахункової сітки досліджено на прикладі задач з моделювання повеней. 

6.2. Повінь 

Завдяки неструктурованій розрахунковій сітці з комірками змінного 

розміру і стійкій чисельній схемі Годуновського типу модель COASTOX-HD 

здатна відтворювати характерні особливості течії під час раптових повеней, 

викликаних природними причинами або руйнуванням дамб чи гребель. 

Зокрема, розповсюдження фронту зволоження-осушення на складному 

рельєфі, ударні хвилі, взаємодію течії з перешкодами. 

Для дослідження впливу розміру розрахункової сітки на прискорення 

паралельної версії моделі була обрана задача затоплення берегів р. Дніпро в 

м. Києві під час весняного водопілля 1979 р. 

Весняне водопілля у басейні Дніпра неодноразово супроводжувалось 

високими повенями у м. Києві, із затопленням його берегів та міської 

забудови. Для прогнозу наслідків київських повеней в ІПММС була 

розроблена система моделювання паводків на р. Дніпро на ділянці від гирла 

р. Десна та греблі Київської ГЕС до греблі Канівської ГЕС [15]. 

Об’єднана цифрова модель рельєфу (ЦМР) дна річок і берегів Києва 

роздільною здатністю 10 м була створена центром «ГІС Аналітик» на основі 

даних ехолотної зйомки глибин Дніпра і Десни 2006 р., растрової статистичної 

поверхні з розрізненням пікселя 10 м, отриманої за даними аерофотозйомки 

території міста 2010 р., і актуальних даних міського рельєфу м. Києва з 

розрізненням пікселя 5 м за результатами лідарної зйомки 2020 р. Всі значення 

приведені до Балтійської системи висот (БС). 

На її основі була побудована розрахункова сітка, з 77 111 вузлів та 152 112 

комірок, що варіюються за розмірами від 50 м біля русел річок до 300 м на 

сухих границях області (Рис. 10а). Сітка побудована з ущільненням в районі 

русла Дніпра та островів, в неї також внесені основні особливості рельєфу 

берегів: захисні дамби, насипи залізничних шляхів та автодоріг. 

Значення коефіцієнта тертя Манінга в розрахунковій області задавались від 

0.015 с/м1/3 у Канівському вдсх. до 0.026 с/м1/3 у верхній частині Дніпра, тоді 

як на суходолі – в діапазоні 0.1-0.15 с/м1/3 (Рис. 10а).  
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Рис. 10. а) Рельєф розрахункової області (в БС) і розподіл коефіцієнта Манінга для 

задачі затоплення берегів р. Дніпро в м. Києві під час весняного водопілля 1979 р. 

б) Виміряні витрати річок Дніпро і Десна під час водопілля 1979 р. в) Рівні води (БС) 

біля греблі Київської ГЕС, мосту Метро, Українки, Канівської ГЕС за 

спостереженнями та в моделі 
 

Дані по гідрографах річок та рівнях води на гідропостах були надані 

Українським гідрометеорологічним центром (Рис. 10б, 10в). Для моделювання 

на границях задавались, на вхідних – витрата Десни і скид Київської ГЕС, на 

вихідній – рівень води у верхньому б’єфі Канівської ГЕС. У якості початкових 

умов рівень води уздовж всієї ділянки Дніпра прирівнювався початковому 

рівню Канівського водосховища – 90.91 м. 

З порівняння промодельованих і спостережених рівнів води (Рис. 10в) слідує, 

що модель вірно відтворює еволюцію рівня Дніпра під час повені 1979 р. уздовж 

всієї досліджуваної ділянки, від греблі Київської до греблі Канівської ГЕС. 

Для дослідження впливу розміру розрахункової сітки на ефективність 

паралельної версії моделі з базової розрахункової сітки було створено ще три 

сітки послідовно більшого розміру шляхом розділення кожного ребра сітки 

навпіл і кожної трикутної комірки на чотири трикутники. Створені чотири сітки 

мають довжину ребер базових трикутників уздовж русла Дніпра 50 м, 25 м, 

12.5 м і 6.25 м та розміри: 77 092/152 074, 306 257/608 296, 1 220 809/2 433 184, 

4 874 801/9 732 736 вузлів/комірок. 

Тестування проводилось на багатоядерних процесорах робочої станції Dell 

і графічних картах Quadro RTX 5000 і GeForce RTX 3080. Для всіх сценаріїв, 

окрім одного, оцінювався час моделювання 1 дня повені 1979 р. Для 

найбільшої сітки час моделювання на 1 ядрі робочої станції завеликий. Він 

оцінювався за часом моделювання 1 години повені. Результати тестування 

зібрані в Табл. 2. 
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Таблиця 2. Час обчислення 1 дня паводку 1979 г. у м. Києві на багатоядерній 

робочій станції і графічних процесорах, для розрахункових сіток різної 

деталізації. Прискорення паралельних версій COASTOX-HD порівняно з 

непаралельною. Прискорення GPU версії на графічних процесорах порівняно 

з MPI версією на робочій станції 

 

𝛥𝑙, 
m 

# of 

Cells 

Time, h Speedup vs Serial 
Speedup vs 

MC 

Dell 7920 RTX 

5000 

RTX 

3080 

Dell 

MC 

RTX 

5000 

RTX 

3080 

RTX 

5000 

RTX 

3080 Serial MC 

50 152 074 1.25 0.055 0.037 0.020 22.63 33.57 62.72 1.48 2.77 

25 608 296 10.88 0.50 0.19 0.092 21.72 57.54 118.33 2.65 5.45 

12.5 2 433 184 113.9 5.28 1.23 0.65 21.58 92.77 174.49 4.30 8.09 

6.25 9 732 736 972.5 50.04 10.23 5.38 19.43 95.03 180.64 4.89 9.29 

 

  
 

Рис. 11. а) Порівняння часів розрахунку різних версій COASTOX-HD при моделюванні 

1 дня паводку 1979 г. у м. Києві на багатоядерній робочій станції і графічних 

процесорах. б) Прискорення MPI та GPU версій COASTOX-HD порівняно з 

непаралельною версією 

Час обчислення задачі на робочій станції, як у паралельному, так і у 

непаралельному режимі, має близьку до степеневої залежність від розміру 

розрахункової сітки (Рис. 11а). Це пов’язано з тим, що чисельна схема 

розв’язку РМВ в моделі явна, часовий крок обирається з умови Куранта, тому 

кількість обчислень обернено пропорційна до куба лінійних розмірів комірки. 

А оскільки кількість комірок обернено пропорційна квадрату лінійних 

розмірів, кількість обчислень і час приблизно пропорційні кількості комірок у 

степені 3/2. 

Залежність часу моделювання на графічних процесорах від розміру сітки 

дещо повільніша за степінь 3/2. Саме моделювання на обох використаних у 

тестуванні графічних процесорах швидше, ніж на робочій станції. Навіть для 

самої великої сітки, з близько 10 мільйонами комірок, час моделювання 

менший реального часу і модель може бути використана для прогнозу 

київських повеней в оперативному режимі. 

Прискорення MPI версії моделі слабо залежить від розміру сітки, трохи 

зменшуючись при зростанні кількості комірок (Рис. 11б). Прискорення GPU 

версії навпаки різко зростає зі збільшенням розміру сітки до певної її величини 

(декілька мільйонів комірок), далі зріст уповільнюється, досягаючи насичення 

(Рис. 11б).  
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GeForce RTX 3080 на всіх сітках приблизно в 2 рази швидша за Quadro RTX 

5000. Порівняння продуктивності відеокарт, 29.77 TFLOPS проти 11.15 

TFLOPS, і пропускної здатності пам’яті, 760.3 GB/s проти 448.0 GB/s, 

підтверджує припущення, що для розробленої паралельної моделі, чисельні 

схеми якої відносяться до алгоритмів з невисокою обчислювальною 

інтенсивністю, пропускна здатність пам’яті є більш важливим обмежуючим 

фактором прискорення, чим продуктивність. 

7. Висновки 

Розроблена паралельна модель гідродинаміки мілкої води на 

неструктурованих сітках COASTOX-HD, з комплексу моделей COASTOX-UN, 

дозволяє обчислювати великі задачі гідродинаміки річкових систем і 

прибережної зони моря на багатопроцесорних комп’ютерних системах і 

графічних процесорах у десятки разів швидше порівняно з непаралельною 

моделлю. При цьому моделювання на сучасних графічних процесорах може 

бути у декілька разів швидше, ніж на багатоядерній робочій станції. 

В підсумку, обчислення задач з розрахунковими сітками з декількох мільйонів 

комірок може бути в рази швидшим, ніж реальний час. Таким чином, створена 

паралельна гідродинамічна модель може бути основою систем оперативного 

прогнозу надзвичайних ситуацій, пов’язаних із гідродинамікою поверхневих 

вод, таких, наприклад, як високі водопілля, дощові паводки, штормові нагони 

або цунамі. Такі системи не потребують наявності суперкомп’ютерів і можуть 

бути розвернуті на персональних комп’ютерах або ноутбуках, обладнаних 

сучасними високопродуктивними графічними картами. 

Розвинений паралельний скінченно-об’ємний алгоритм розв’язку РМВ на 

базі гібридного підходу MPI+OpenACC також є основою розпаралелення 

чисельних схем розв’язку рівнянь інших моделей системи COASTOX-UN: 

моделі переносу наносів і морфодинаміки та моделі транспорту радіонуклідів 

і радіоактивного забруднення дна водойм. Результати розпаралелення цих 

моделей і структура взаємодії всіх моделей системи COASTOX-UN будуть 

представлені у наступних публікаціях. 

Розвинений гібридний MPI+OpenACC алгоритм, з геометричною 

декомпозицією розрахункової сітки на підобласті та багатопотоковістю 

всередині підобластей, може бути адаптований до використання декількох 

графічних процесорів, що пов’язані через загальну пам'ять або мережевим 

з’єднанням. Це буде напрямком подальшого дослідження та розвитку системи 

моделей COASTOX-UN.  
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Дослідження частково підтримано Національним фондом досліджень 

України, проєкт № 2020.01/0421. 

Автор щиро вдячний науковому керівнику, професору Железняку М.Й. 
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